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Application o f  Perturbed Atomic Orbitals in the Calculation o f  the Coupling Constant 
between the Nuclear Spins o f  the Molecule HD 

Nuclear spin-spin coupling constant JHD of the deuterated hydrogen molecule is 
determined by minimizing the self-coupling energy evaluated with the Gregson, Hall 
and Rees operator. The family of variational functions used is suggested by the form 
of the hydrogen-like atomic orbitals perturbed by this operator. 

The comparison of the results with those previously obtained with a different family 
of functions shows that it is necessary for those calculations to use a perturbated 
function which is as perfectly adapted to the perturbation in the immediate neighbour- 
hood of the nucleus, as in the remainder of the molecular domain. 
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1. Introduction 

Les 6nergies de couplage dont d6rivent les constantes de couplage entre spins nucl~aires, 
calcul4es dans la majeure partie des cas/~ l'aide de l'op6rateur de contact de Fermi, ne sont 
pas des extr~mums mais simplement des 6tats stationnaires [1 ] ll en r6sulte qu'un calcul 
variationnel correct des constantes de couplage n6cessite la convergence de l'6nergie totale 
du second ordre ou/t d~faut des 4nergies de self-couplage qui doivent ~tre extr6males [2]. 
Cette convergence ne peut ~tre atteinte qu'en utilisant une forme de fonction d'onde 
perturb6e bien adapt~e fi la perturbation. L'emploi de l'op4rateur de contact de Fermi 
pris sous sa forme habituelle [3] conduit alors fi des energies de self-couplage infinies, ce 
qui rend difficile la stabilisation de la fonction variationnelle. Pour pallier cette difficult6, 
il a 6t~ propos6 [2, 4, 5, 6] de rernplacer l'op6rateur de Fermi par un op6rateur pr6sentant 
une singularit~ moins forte, par exemple par ceux d~finis par Blinder [7] ou Gregson, Hall 
et Rees [8]. Signalons que les 6nergies de self-couplage ainsi calcul~es, tr~s 61oign6es des 
6nergies que Pyykk6 et coll. ont obtenu fi l'aide d'un traitement relativiste [9], n'ont pas 
de sens physique. Leur d6termination a seulement pour but d'assurer la convergence 
math6matique de l'6nergie totale du second ordre, condition ndcessaire g la stabilisation 
de la fonction d'onde perturMe, et par suite de l'~nergie de couplage. 

Bien que les 6nergies de self-couplage d~pendent essentiellement de la partie de la fonction 
d'onde situ~e au voish~age imm6diat des noyaux et sont par consequent trbs sensibles ~ la 
forme de l'op4rateur de contact utilis6, les 6nergies de couplage n'en d6pendent que tr~s 
peu. On a d'ailleurs pu montrer qu'en ~liminant une partie des singularit~s de l'6quation 



346 A. Delpuech, J. Paviot et J. Hoarau 

perturb6e au premier ordre, on obtenait pratiquement les m6mes 6quations avec l'op6ra- 
teur de Gregson, Hall et Rees et avec l'op6rateur de Fermi [10]. 

Tr~s peu de calculs ayant ~t6 jusqu'i pr6sent r~alis~s dans cette vole nous explicitons dans 
ce travail les r6sultats obtenus dans le cas de la mol6cule d'hydrog~ne deut6ri~e en utilisant 
l'op6rateur de Gregson, Hall et Rees avec une nouvelle forme de fonction d'onde variation- 
helle. Cette fonction est une fonction de type L.C.A.O.M.O. ou Heitler-London construite 

l'aide d'orbitales atomiques hydrog~noides perturb6es. Les r6sultats sont compar6s h ceux 
obtenus de mani~re analogue avec une fonction variationnelle de forme diff6rente [5]. 

2. Expressions g~n~rales 

La contribution la plus importante/~ la constante de couplage entre deux spins nuc16aires 
N e t  N '  provient de la perturbation du second ordre correspondant/t l'op6rateur de contact: 

H 1 = 4/32--~h ~ ( 'yNA~vS i �9 I N + "),N,AiN, Si'IN, ) (1) 
3 i 

o~ 7N et 3'N' sont les rapports gyromagn~tiques des noyaux consid~r~s, IN et IN' leurs 
spins nucl6aires et Si le spin de l'61ectron i. 

Nous utiliserons dans nos d6veloppements l'op6rateur de contact A N de Gregson, Hall et 
Rees [8]: 

K exp [ -Kr~v]  
Aav - r ~  avec K = 37 559.38 u.a. (2) 

Cet op6rateur pr6sente sur celni de Fermi l'avantage de poss6der une singularit6 moins 
forte et par cons6quent de conduire g des 6nergies de self-couplage 61ev~es mais finies. 
Le tenseur de couplage 6rant isotrope [11 ] nous n'effectuerons les calculs que sur une 
composante (la composante z par exemple). 

Apr6s avoir adopt6 les notations suivantes: 

HlO = ~. AiNSiz  (3a) 
i 

HOl = ~ A~v, Siz (3b) 
i 

bl = T ")/NINz (3c) 

v = 3 "YN'IN'z (3d) 

l'op6rateur hamiltonien du syst~me se met sous la forme: 

H = H 0 o  + g//lo + VHol (4) 

Dans le cas de moldcules ~ couches completes, les 6nergies perturb6es au premier ordre 
~tant nulles, l'~nergie s'6crit: 

E = Eoo + p2E2o + v2Eo2 + pvE11 + " �9 " (5) 
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Compte tenu du fait que les op6rateurs et les fonctions perturMes sont r6els, les constantes 
de couplage et de self-couplage s'6crivent dans le formalisme de la m6thode de double 
perturbation, en explicitant E n  et E2o: 

16/32h 2 
JNN' = ')'N'YN' {(00 ]Ho0 - Eoo [ 11) + (01 [Hoo - Eoo I 10) 

9h 

+ (00 IHlo 101) + (00 IHol [10)} (6a) 

16/32h2 72 {2(00 [Hoo - Eoo [ 20) + (10 t Hoo - Eoo i 10) 
JNN - 9h 

+ 2(00 I Hlo 110)} (6b) 

Gregson, Hall et Rees ont montr~ [8] que les solutions rigoureuses de l'~quation de 
SchrSdinger an premier ordre relative ~ un atome hydrog6nofde dans l'~tat ls perturM 
par le moment nucl6aire de son noyau sont de la forme: 

XN(i)r = [7~r(/) + 2pFN(i)SizX~C(i)l~s(i ) (7) 

Dans cette expression ~s(i) est la fonction de spin de l'~lectron i, 7~(/) l'orbitale hydro- 
g6nofde ls non perturb~e (aa/rr) 1/2 exp[-ccav ]. c~ repr6sente la charge nucl6aire effective 
du noyau N. 

3 
FN(i) = E a~rkfN(o (S) 

k=l 

Dans le cas off l'op6rateur de contact A~r utllis6 est celui d6fini par Gregson, Hall et Rees, 
les fonctions fff(i) ont pour expressions: 

1 -  exp I - K S ]  
i f ( i )  = U~v = J $2 dS 

riN 

fN(i) = Log r/N 

fN(i) = riN (9) 

La rdsolution du probl~me atomique conduit aux valeurs ~ suivantes: 

a~l = -1  a~2 = 2a a~r3 = 2 c~2 (10) 

Notons que l'on obtient une expressions FN(i ) analogue [12] si l'on utilise l'op6rateur de 
contact de Fermi [3]: 

A i N  = 47r6(r/u) (1 1) 

Seule la fonction fN(/) est diff6rente et prend la forme: 

f~(O = __1 (12) 
t i n  

Nous avons r~alis~ un calcul variationnel en utilisant une fonction d'onde perturbge de la 
molecule d'hydrog~ne deuteri6e construite fi l'aide des orbitales atomiques perturb~es 
pr~c6dente s: 

= X(XH(1)XD(2) + XH(2)XD(1) + r2XH(1)XH(2) + r/XD(1)XD(2)) qp0 (13) 
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Dans cette fonction les orbitales atomiques perturMes XN(/) sont donn6es par les 
6quations (7), (8) et (9) mais les coefficients a~rk (/) ne sont pas pris ~gaux aux valeurs 
donn~es par les ~quations (10) et sont considgr~s comme des param6tres variationnels. 
X est le coefficient de normalisation et q~s ~ la fonction d'onde singulet des deux spins 
61ectroniques. Le param6tre r/permet de se ramener aux fonctions du type L.C.A.O.M.O. 
(7 = 1), Heitler-London (7 = 0) et Weinbaum (r~ = 0.256). 

Nous avons utilis6 une m6thode bas6e sur la minimisation du self-couplage: 

e2h 72E2o (14) 
JHH = 9~r2mc2 

La condition de stationnarit~ 

~)JHH 
~k" = o ( is )  

permet le calcul des param~tres a H et par consequent la d~termination de JHD ~t l 'aide de 
la relation: 

e2h 
JHD = 992mc2 ")'H')'DE11 (16) 

Les expressions de E2o et E 11 sont donn~es dans l'appendice. 

Notons que par suite de la forme de la fonction choisie il n'est pas possible d'appliquer la 
technique de la fonction o~ de Dalgarno et Lewis [ 13 ], ce qui complique notablement les 
calculs [2]. De plus nous n'avons pas proc6d~ fi l 'approximation couramment utilis6e dans 
les travaux de nombreux auteurs qui consiste ~ supposer la fonction d'onde non perturMe 
fonction propre de l'op~rateur Hoo. 

La d~termination de la valeur de la constante de couplage pour les diff6rentes fonctions 
envisag6es n~cessite l'~valuation d'int4grales mono et bi~lectroniques dont le calcul est 
rendu difficile par suite de la forme de FN(i) qui inclut notamment le terme L o g r ~ .  I1 
est toutefois possible de calculer les diff~rents termes de E 11 en remplaqant l'op~rateur 
de Gregson, Hall et Rees et la fonction U/N respectivement par l'op6rateur de Dirac et la 
fonction 1 / r~  chaque lois que les int6grales correspondantes ne sont pas infinies. Nous 
avons v6rifi4 qu'une telle approximation n'introduit dans les valeurs des int6grales qu'un 
6cart relatif inf~rieur fi 10 -4. 

3. R6sultats 

Afin d'~tudier la convergence de la constante de couplage en fonction du nombre de 
param~tres variationnels nous avons r~alis~ les calculs en ne prenant successivement que 
le premier terme de l'~quation (8) (k = 1), les deux premiers termes (k = 1, 2) et les trois 
termes (k = 1,2, 3). Les valeurs obtenues exprim~es en Hertz sent rassembl6es dans le tableau 
1 dans lequel nous avons ~galement fait figurer la distance internucl~aire R utilis~e. Les 
constantes de couplage calcul~es correspondent aux diff~rentes fonctions non perturb~es 
~oo caract~ris~es par les param~tres 7 e t a .  L'examen de ce tableau montre la grande 
sensibilit~ des r~sultats aux fonctions d'onde ~ oe utilis~es. On enregistre notamment une 
tr~s forte variation de la constante de couplage avec la charge effective a. Nous avons de 
plus v~rifi~ la quasi-ind~pendance des r~sultats vis fi vis du facteur K de l'op~rateur de 
Gregson, Hall et Rees. Une variation de 20% de ce facteur ne modifiant que de 10 .3 les 
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constantes de couplage, ceci confirme la faible influence des r6gions situ6es tr~s pros des 
noyaux. 

Signalons que l 'approximation qui consiste ~ supposer fro0 fonction propre de H00 r6duit 
notablement les calculs. Les r6sultats obtenus dans ce cas avec une fonction de variation 
~t deux et trois param~tres ne diff&ent jamais de plus de deux hertz des valeurs 
pr~c6dentes. 

3. l. Etude des param~tres 

La comparaison des valeurs obtenues pour les parametres ~ dans le cas d 'une fonction 
variationnelle fi trois termes avec les valeurs ( i0 )  caract6risant l 'atome libre montre que le 
coefficient a J  associ6 fi la fonction U/N est toujours sensiblement 6gal ~ - 1 ; a  u n'est  que 
ldg&ement diff6rent de la valeur atomique, alors que a~3 est beaucoup plus faible. A titre 
d'exemple, dans le cas oil la fonction d 'onde ~ oo non perturb6e est prise sous la fonne 
L.C.A.O.M.O. avec a = 1.2, les valeurs obtenues sont: 

aNll = --0.999 aN2r = 2.370 a~3 = 1.102 

On peut remarquer que la constante de couplage calcul~e en utilisant l '6quation (6a) et 
les param+tres atomiques (a N = - 1 ;  aft2 = 2.400; a~3 = 2.880) est n~gative: JHD = --14.12 
Hertz. La diff6rence est donc principalement li6e/t la modification de a~3. Ceci met bien 
en 6vidence que, malgr6 le caract&e tr~s singulier de l 'op6rateur de perturbation aux 
noyaux, l 'op&ateur fN(i)  = riN qui traduit la forme de la fonction d 'onde dans le domaine 
off sYtend la liaison H-D joue un r61e particuli~rement important.  

3.2. Etude de la cotr 

L'6volution des constantes de couplage lorsqu'on augmente la base montre une croissance 
continue qui ne fait pas apparaftre de convergence 6vidente. Les r6sultats obtenus, pour 
des valeurs de ~ raisonnables, ~tant toujours inf6rieurs fi la valeur de la constante de 
couplage exp6rimentale (JHI) = 42.9 + 0.1 Hz) on peut penser am61iorer ce rdsultat en 
allongeant la base sur laquelle est d6veloppde FN(i ) en incluant notamment  des termes 
tels que r ~  + . . .  qui apparaissent effectivement dans la r~solution du probl~me atomique 
relatif fi l '6tat 2s [12]. Cependant il est important de noter que dans le cas des fonctions 

Tableau 1. Constante de couplage JHD (Hz) 

R 1 2 3 
Fonction ~ c~ (u.a.) 1 terme 2 termes 3 termes 

Heitler-London 0 1 1.643 15.17 18.68 21.64 

Wang 0 1.166 1.406 23.63 28.13 31.37 

L.C.A.O. 1 1 1.398 5.96 7.96 9.07 
1 t.1 1.398 9.18 12.63 I5.12 
1 1.2 1.398 12.52 18.06 21.86 
1 1.3 1.398 16.44 30.12 39.27 
1 1.4 1.398 21.16 46.17 62.31 

Weinbaum 0.256 1.193 1.398 19.93 23.98 26.58 
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utflis6es nous sommes certainement encore 6loign6s de la valeur de convergence des 
~nergies de self-couplage. En effet avec une autre forme de fonction variationnelle et 
les m~mes fonctions non perturb6es, ~oo, Paviot et Hoarau ont obtenu des 6nergies de 
self-couplage syst+matiquement inf6rieures [5]. Par exernple dans le cas de la fonction de 
Weinbaum, ils obtiennent - 2  908 369 Hz, alors que nous obtenons - 2  732 120 Hz. Ceci 
explique que les valeurs que nous avons obtenues pour les constantes de couplage soient 
assez diff~rentes de celles calcul~es par ces auteurs. Darts le cas off la fonction ~oo est 
prise sous la forme de Weinbaum nous obtenons JHD = 26.58 Hz alors que les calculs de 
Paviot et Hoarau conduisent ~ une valeur Jm) = 63.93 Hz. 

4. Conclusion 

Les valeurs des constantes de couplage d6termin6es en minimisant l'6nergie de self- 
couplage h partir d'une fonction d'onde construite ~ l'aide d'orbitales atomiques 
hydrog6noides perturb6es dont les coefficients des diff6rents termes sont consid6r6s 
comme des param6tres variationnels ont un ordre de grandeur correct. 11 faut cependant 
noter, d'une part, que les valeurs obtenues sont tr~s sensibles aux choix de la fonction non 
perturbde et que, d'autre part, ces constantes sont assez diff6rentes de celles d6termin6es 
par Paviot et Hoarau [8] avec une autre forme de fonction variationnelle. 

Ces diff6rences peuvent 6tre attribu6es au caract6re trbs particulier de la th6orie des con- 
stantes de couplage. Alors que ces constantes de couplage d6pendent des valeurs prises par 
les fonctions d'onde perturMes dans tout l'espace et sont en particulier peu sensibles au 
domaine situ6 h proximit6 imm6diate du noyau (malgr6 la forme de la fonction de Dirac 
intervenant dans l'op6rateur de perturbation), les constantes tMoriques de self-couplage 
qui interviennent dans le crit~re de choix de cette fonction perturb6e sont au contraire 
principalement conditionn6es par les valeurs tr6s proches du noyau (quelques rayons 
nucl6aires). I1 est donc indispensable que la famille de fonctions variationnelles utilis6es 
permette de tr~s bien reproduire simultan6ment la fonction perturMe dans ces deux 
domaines. 

L'emploi d'op6rateurs tels que ceux de Blinder et Gregson, Hall et Rees pr6sente sur 
l'utilisation de l'op~rateur de contact de Fermi sous sa forme habituelle, l'avantage de 
permettre th6oriquement la stabilisation de la fonction d'onde perturb6e. N6anmoins cette 
stabilisation ne peut 6tre obtenue qu'au prix d'un travail important, car la difficult6 de 
principe li6e ~ l'utilisation de l'op~rateur de contact de Fermi se transforme en une diffi- 
cult6 pratique li6e aux ordres de grandeurs trbs diff6rents des deux termes de la perturbation, 

Appendice 

Les 6nergies perturb6es du second ordre E 11 et E2o intervenant respectivement dans ces 
expressions (14) et (16) des constantes de couplage et du self-couplage sont de la forme: 

E l l  
4 J  2 2 aHaD (Eoo(2PHtt(k)PHH(I) + 4BPHH(k)PHD(/) 

+ ( l  + "02)PHD (k)PHD (/) -- (S + 2~ + 7~2S)SuD(k, 1)) 

-- 2PHD(k)(2"OTHH(I ) + (1 + 'Y/2)THD(/)) 

-- 4PHH(k)(THH(l) + z/THD(/)) + (S + 2r/+ ~?2S)OHD(k , l) 
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E2o 
2 X  2 

+ ((1 + ~?2)LIt D + 24LHH)SHD(k, l) + (1 + 42)RHD(k,/)  

+ 24RHD(k, l) -- 44cHHD(k, l) -- 2cHD(k,  l) 

-- (1 + r~ 2) cDH(k,  1)} 

+ ~ aH{(s  + 271 + 42S)G~D(k) + (1 + 24S + r/Z)GHD(k) 
k 

- -HHD(( I  + ~2)PHD(k ) + 24PHH(k)) 

-- HDHD ((4PHD (k) + 42pHH (k)) -- HHHH (4PHD (k) + PHH (k))} 

- 7Z aHaM {Eoo(242pHH(k)PHH(l) + (1 + 42)PHD(k)PHD(/) 
k,t 

- (1 + 24S + 42)SHH(k, /)) 

- -44PHH(k)(THD (/) + 4THH (/)) -- 2PHD (k)[2UTHH(/) + (1 + 42)THD(/)] 

+ (1 + 24S + 42)OHn(k, / )  +SHH(k,/)((1 + 42)LHH + 2r?LHD ) +RDHH (k,/)  

2 HH - 24 CHH(k, l) -- (1 + 42)CDH~(k,/) -- 44cHH(k,  l) + 42RHH(k, l) + 2r?RHH(k, 1)} 

+ ~ a H {(S + 277 + 42S)GH D (k) + (1 + 24S + 42)GHH(k) 
k 

- PHH(k)[HHD + 2~)HHHD + 42HHHH ] 

H } - PHD(k)[(1 + ~2)H~D + ~H~D + 4Hm-I] 

Dans ces expressions, Eo0 est l'6nergie du syst6me non perturb6 ayant pour op6rateur 
hamiltonien: 

e 2 
Hoo = ho(1 ) + ho(2 ) + - -  

1"12 

avec: 

ho(i ) = 1Ai 1 1 
rtI-I riD 

En effet, les termes de E 11 et E2o faisant toujours intervenir la diff6rence Hoo - Eoo , 
le potentiel de r6pulsion internucl6aire 1/R n'intervient pas. 

S est l'int6grale de re couvrement: (x~ [ X ~ (i)). Les int6grales mono et bi61ectroniques 
intervenant dans ces relations ont respectivement pour expressions: 

e a B ( k )  = <xO(i) j F f ( 0 X ~  

TAB(k ) = (x~  i ho(i) l FB(i)x~ (i) ) 

S AB(k , l) = (FA(  i )x~  (i) I FIB(i)x~ 

O ~d3(k, i) = (FA(i)xOA (i) i ho(i) l FB(i)x~ (i)) 

GHB(k) = (X~ [ AiI4 I F~(i)x~ 
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H~B = (X ~ I AiH [ x~ (i)) 
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et 

LAB = (X~ [ ho(i) [ xg (i)) 

COD (k, l) = ~ X~176 

RcD(k,/)  = (1)• 1 XO(2)xO( 2 

Les indices A et B pour  les int6grales mono61ectroniques et A, B, C et D pour  les 
bi61ectroniques cor respondent  aux centres (hydrog~ne ou deut6rium).  Par exemple:  

i ) 
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